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1. Введение
В настоящей работе продолжены исследования по теории кратных тригонометрических
сумм, сердцевиной которой является мощный метод тригонометрических сумм И. М. Ви-
ноградова [1, 2]. Фундаментальные результаты в этой теории получены Г. И. Архиповым,
А. А. Карацубой и вторым автором [5, 6, 7].
Ранее в статьях [12, 13] были найдены оценки снизу показателей сходимости особого ряда
и особого интеграла асимптотической формулы при 𝑃 → ∞ для числа решений следующей
системы диофантовых уравнений
2𝑘∑︁
𝑗=1
(−1)𝑗𝑥𝑡11,𝑗 . . . 𝑥𝑡𝑟𝑟,𝑗 = 0, 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛,
где 𝑛 ≥ 2, 𝑟 ≥ 1, 𝑘 — натуральные числа, причём каждая переменная 𝑥𝑖,𝑗 может принимать
все целые значения от 1 до 𝑃 ≥ 1.
Здесь мы уточняем эти оценки в случае 𝑛 = 𝑟 = 2. Далее мы рассматриваем систему
уравнений
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘,
𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑘 = 𝑦𝑘+1 + . . .+ 𝑦2𝑘,
𝑥21 + . . .+ 𝑥
2
𝑘 = 𝑥
2
𝑘+1 + . . .+ 𝑥
2
2𝑘,
𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑘𝑦𝑘 = 𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘𝑦2𝑘,
𝑦21 + . . .+ 𝑦
2
𝑘 = 𝑦
2
𝑘+1 + . . .+ 𝑦
2
2𝑘,
(1)
48 Л. Г. Архипова, В. Н. Чубариков
в которой неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘 принимают значения натуральных чисел от 1
до 𝑃 , где 𝑃 ≥ 1, 𝑘 ≥ 2.
Пусть 𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝛼10𝑥 + 𝛼01𝑦, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼20𝑥2 + 𝛼11𝑥𝑦 + 𝛼02𝑦2. Тогда особый интеграл 𝜃
представляется в виде
𝜃 =
+∞∫︁
−∞
. . .
+∞∫︁
−∞
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1∫︁
0
1∫︁
0
𝑒2𝜋𝑖(𝑄(𝑥,𝑦)+𝐿(𝑥,𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘
𝑑𝛼20𝑑𝛼11𝑑𝛼02𝑑𝛼10𝑑𝛼01. (2)
Далее, пусть 𝑞10, 𝑞01, 𝑞20, 𝑞11, 𝑞02 — натуральные числа, (𝑎𝑘𝑙, 𝑞𝑘𝑙) = 1, 0 ≤ 𝑘, 𝑙 ≤ 2,
𝑞 = 𝑞10𝑞01𝑞20𝑞11𝑞02,
𝐿𝑞(𝑥, 𝑦) =
𝑎10
𝑞10
𝑥+
𝑎01
𝑞01
𝑦, 𝑄𝑞(𝑥, 𝑦) =
𝑎20
𝑞20
𝑥2 +
𝑎11
𝑞11
𝑥𝑦 +
𝑎02
𝑞02
𝑦2, (3)
𝐹𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑄𝑞(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑞(𝑥, 𝑦). (4)
Тогда особый ряд 𝜎 или среднее значение кратной полной рациональной тригонометрической
суммы
𝑆 (𝑞, 𝐹𝑞(𝑥, 𝑦)) =
𝑞∑︁
𝑥=1
𝑞∑︁
𝑦=1
𝑒2𝜋𝑖𝐹𝑞(𝑥,𝑦) (5)
имеет вид
𝜎 =
+∞∑︁
𝑞20=1
+∞∑︁
𝑞11=1
+∞∑︁
𝑞02=1
+∞∑︁
𝑞10=1
+∞∑︁
𝑞01=1
×
×
𝑞20−1∑︁
𝑎20=0
(𝑎20,𝑞20)=1
𝑞11−1∑︁
𝑎11=0
(𝑎11,𝑞11)=1
𝑞02−1∑︁
𝑎02=0
(𝑎02,𝑞02)=1
𝑞10−1∑︁
𝑎10=0
(𝑎10,𝑞10)=1
𝑞01−1∑︁
𝑎01=0
(𝑎01,𝑞01)=1
⃒⃒
𝑞−1𝑆 (𝑞, 𝐹𝑞(𝑥, 𝑦))
⃒⃒2𝑘
. (6)
При исследовании показателя сходимости особого интеграла и ряда по сравнению с од-
номерной аддитивной задачей возникают следующие трудности: возможное появление осо-
бых кривых, связанных с многочленом в экспоненте сумм и интегралов, а также вопро-
сы относительно сходимости кратных несобственных интегралов. В частности, имеем (см.,
например,[15])
lim
𝑃→+∞
𝑃∫︁
−𝑃
𝑃∫︁
−𝑃
sin
(︀
𝑥2 + 𝑦2
)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜋,
в то же время при натуральных значениях 𝑛 находим
lim
𝑛→+∞
∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2≤2𝜋𝑛
sin
(︀
𝑥2 + 𝑦2
)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.
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2. Особый интеграл
Лемма 1. Пусть 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦2 — квадратичная форма с веществен-
ными коэффициентами, 𝑎220 + 𝑎
2
11 + 𝑎
2
02 ̸= 0. Тогда имеем
𝐽 =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ lim𝐵→+∞
𝐵∫︁
−𝐵
𝐵∫︁
−𝐵
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (2 |𝐷|)−1/2 ,
где 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211.
Доказательство. Сначала приведем квадратичную форму 𝑄(𝑥, 𝑦) к диагональному виду.
Пусть 𝑎20 ̸= 0. Тогда имеем
𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20
(︂
𝑥+
𝑎11
𝑎20
𝑦
)︂2
+
𝐷
𝑎20
𝑦2 = 𝑎20𝑥
2
1 +
𝐷
𝑎20
𝑦21 = 𝑄1(𝑥1, 𝑦1).
Следовательно,
𝐽 =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ lim
𝐵→+∞
𝐵∫︁
−𝐵
𝑒
2𝜋𝑖 𝐷
𝑎20
𝑦21𝑑𝑦1
𝐵+
𝑎11
𝑎20
𝑦1∫︁
−𝐵+𝑎11
𝑎20
𝑦1
𝑒2𝜋𝑖𝑎20𝑥
2
1𝑑𝑥1
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =
=
1√︀|𝐷|
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁
−∞
𝑒2𝜋𝑖𝑥
2
𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2
= (2 |𝐷|)−1/2 .
Случай 𝑎20 = 𝑎02 = 0, 𝑎11 ̸= 0 рассматривается аналогично. Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть 𝑛 ≥ 1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 — вещественные числа, и
𝑓(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥
𝑛 + . . .+ 𝛼1𝑥, 𝛽𝑟(𝑥) = 𝑓
(𝑟)(𝑥)/𝑟!, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛.
𝐻 = 𝐻 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = min
𝑎≤𝑥≤𝑏
𝑛∑︁
𝑟=1
|𝛽𝑟(𝑥)|1/𝑟 .
Тогда для интеграла
𝐽 =
𝑏∫︁
𝑎
𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥)𝑑𝑥
справедлива оценка
|𝐽 | ≤ min (︀𝑏− 𝑎, 6𝑒𝑛3𝐻−1)︀ .
Доказательство [6], теорема 1.1, с.13.
Лемма 3. Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑥, 𝑦) + 𝐿(𝑥, 𝑦), где 𝑄(𝑥, 𝑦) — квадратичная форма вида
𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦
2, 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211 — её дискриминант и 𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦
—линейная форма, и пусть
𝐻 = min
0≤𝑥,𝑦≤1
{︂√︀
|𝐷|+
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑥
⃒⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑦
⃒⃒⃒⃒}︂
.
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Тогда для интеграла 𝐽 вида
𝐽 =
1∫︁
0
1∫︁
0
𝑒2𝜋𝑖𝐹 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
справедлива оценка |𝐽 | ≤ min (︀1, 𝐻−1)︀.
Доказательство. При 𝐻 ≤ 1 оценка 𝐽 ≤ 1 очевидна. Пусть 𝐻 > 1. Возможны несколь-
ко случаев: 1)
√︀|𝐷| ≥ 𝐻3 , 2) ⃒⃒𝜕𝐹𝜕𝑥 ⃒⃒ ≥ 𝐻3 на некотором множестве 𝛥1 ∈ 𝐾, где 𝐾 — квадрат
0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1, 3)
⃒⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑦
⃒⃒⃒
≥ 𝐻3 на некотором множестве 𝛥2 ∈ 𝐾 и 4)
√︀|𝐷| < 𝐻3 , ⃒⃒𝜕𝐹𝜕𝑥 ⃒⃒ < 𝐻3 , ⃒⃒⃒𝜕𝐹𝜕𝑦 ⃒⃒⃒ < 𝐻3
на множестве 𝐾 r (𝛥1 ∪𝛥2).
Рассмотрим случай 1). Из леммы 1 следует, что |𝐽 | ≤
(︁√︀|𝐷|)︁−1 ≤ 𝐻−1.
Пусть теперь имеет место случай 2). Тогда
|𝐽 | ≤
1∫︁
0
𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1∫︁
0
𝑒2𝜋𝑖𝐹1(𝑥,𝑦)𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,
где 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥, 𝑦) + 𝑎02𝑦2 + 𝑎01𝑦.
Представим многочлен 𝐹1(𝑥, 𝑦) как многочлен 𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥) = 𝑎20𝑥2+(2𝑎11𝑦 + 𝑎01)𝑥 от
переменной 𝑥. Имеем
⃒⃒⃒
𝜕𝐹1
𝜕𝑥
⃒⃒⃒
=
⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑥
⃒⃒
= 2𝑎20𝑥+ 2𝑎11𝑦 + 𝑎01. Пользуясь леммой 2, получим
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1∫︁
0
𝑒2𝜋𝑖𝐹1(𝑥,𝑦)𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐻−1.
Отсюда находим |𝐽 | ≤ 𝐻−1.
Случай 3) рассматривается аналогично.
Осталось рассмотреть случай 4). Этот случай не имеет места в силу определения величины
𝐻.
Лемма доказана.
Теорема 1. Особый интеграл 𝜃 расходится при 𝑘 ≤ 5.
Доказательство. Пусть 𝑃 > 1 — натуральное число. Обозначим символом 𝐾 (𝑃 ) количе-
ство многочленов 𝐹 (𝑥, 𝑦), удовлетворяющих условиям
𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦
2, 𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦,
𝑥𝑟 = 0, 25 + 𝑟 (2𝑃 )
−1 , 𝑦𝑠 = 0, 25 + 𝑠 (2𝑃 )−1 , 1 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 𝑃,
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 𝑄(𝑥, 𝑦) + 𝐿(𝑥, 𝑦) + 𝑎00 =
= 𝑄(𝑥− 𝑥𝑟, 𝑦 − 𝑦𝑠) + 𝛽10(𝑥− 𝑥𝑟) + 𝛽01(𝑦 − 𝑦𝑠) = 𝛷(𝑥− 𝑥𝑟, 𝑦 − 𝑦𝑠),
где |𝛽10| , |𝛽01| ≤ 𝑐1𝑃 , 𝑐1 =?, 3𝑃 2 < 𝑎20, 𝑎02 ≤ 4𝑃 2, 𝑃 2 < 𝑎11 ≤ 2𝑃 2.
Тогда для 𝛷 = 𝛷(𝑥, 𝑦) имеем
𝐽 =
1∫︁
0
1∫︁
0
𝑒2𝜋𝑖𝐹 (𝑥,𝑦,𝑟,𝑠)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1−𝑥𝑟∫︁
−𝑥𝑟
𝑑𝑥
1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠
𝑒2𝜋𝑖𝛷(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 =
5∑︁
𝑘=1
𝐽𝑘,
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где при 𝛥 = 𝑐/𝑃 ,
𝐽1 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
𝛥∫︁
−𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦, 𝐽2 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
1−𝑦𝑠∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦, 𝐽3 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
−𝛥∫︁
−𝑦𝑠
𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦,
𝐽4 =
1−𝑥𝑟∫︁
𝛥
𝑑𝑥
1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠
𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦, 𝐽5 =
1−𝛥∫︁
−𝑥𝑟
𝑑𝑥
1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠
𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦.
Сначала подготовим 𝐽1 для оценки снизу. Имеем
𝐽1 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
𝛥∫︁
−𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 +
𝛥∫︁
−𝛥
𝛥∫︁
−𝛥
𝛹(𝑥, 𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,
где 𝛹(𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝜋𝑖(𝛽10𝑥+𝛽01𝑦) − 1.
При |𝑥| , |𝑦| ≤ 𝛥 находим
|𝛹(𝑥, 𝑦)| = 2 |sin𝜋 (𝛽10𝑥++𝛽01𝑦)| ≤ 2𝜋 (|𝛽10|+ |𝛽01|)𝛥 ≤ 4𝜋𝑐1𝛥𝑃 = 4𝜋𝑐𝑐1.
Следовательно, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛥∫︁
−𝛥
𝛥∫︁
−𝛥
𝛹(𝑥, 𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 4𝜋𝑐3𝑐1𝑃−2
Далее, используя лемму 1, получим
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
𝛥∫︁
−𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = (2 |𝐷|)−1/2 +𝑅,
где 𝑅 = 𝑅1 +𝑅2 +𝑅3 +𝑅4, причём
𝑅1 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
+∞∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦, 𝑅2 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑑𝑥
𝛥∫︁
−∞
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦,
𝑅3 =
+∞∫︁
𝛥
𝑑𝑥
+∞∫︁
−∞
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦, 𝑅4 =
−𝛥∫︁
−∞
𝑑𝑥
+∞∫︁
−∞
𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦.
Оценим |𝑅| сверху. Имеем
𝑅1 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝑎20𝑥
2
𝑑𝑥
+∞∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦)𝑑𝑦 =
𝛥∫︁
−𝛥
𝑒
2𝜋𝑖
(︁
𝑎20−𝑎11𝑎02
)︁
𝑥2
𝑑𝑥
+∞∫︁
𝛥+
𝑎11
𝑎02
𝑥
𝑒2𝜋𝑖𝑎02𝑦
2
𝑑𝑦.
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Отсюда, используя вторую теорему о среднем (см., например, теорема 10, с.212), находим
|𝑅1| ≤
(︀
𝜋
√
2𝑎02
)︀−1
. Ананлогично получим, что |𝑅2| ≤
(︀
𝜋
√
2𝑎02
)︀−1
.
𝑅3 =
+∞∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖𝑎20𝑥
2
𝑑𝑥
+∞∫︁
−∞
𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦)𝑑𝑦 =
=
+∞∫︁
𝛥
𝑒
2𝜋𝑖
(︂
𝑎20−𝑎
2
11
𝑎02
)︂
𝑥2
𝑑𝑥
+∞∫︁
−∞
𝑒2𝜋𝑖𝑎02𝑦
2
𝑑𝑦 = 𝑒𝜋𝑖/4(2𝑎02)
−1/2
+∞∫︁
𝛥
𝑒
2𝜋𝑖
(︂
𝑎20−𝑎
2
11
𝑎02
)︂
𝑥2
𝑑𝑥.
Следовательно, |𝑅3| ≤ 𝛥
(︀
2𝜋2𝑎02
)︀−1/2
. Аналогично |𝑅4| ≤ 𝛥
(︀
2𝜋2𝑎02
)︀−1/2
.
Таким образом, |𝑅| ≤
(︁
(𝜋
√
2𝑎02)
−1 +𝛥
(︀
2𝜋2𝑎02
)︀−1/2)︁
.
Переходим к оценкам сверху интегралов 𝐽𝑘, 𝑘 = 2, 3, 4, 5. Находим
|𝐽2| ≤
𝛥∫︁
−𝛥
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1−𝑦𝑠∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎01𝑦)𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑥,
|𝐽4| ≤
1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1−𝑥𝑟∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖(𝑎20𝑥
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎10𝑥)𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑦.
Внутренний интеграл 𝐽41 в 𝐽4 подобен внутреннему интегралу 𝐽21 в 𝐽2, поэтому оценим только
интеграл вида
𝐽21 =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1−𝑦𝑠∫︁
𝛥
𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎01𝑦)𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1−𝑦𝑠+(𝑎11𝑥+0,5𝑎01)/𝑎02∫︁
𝛥+(𝑎11𝑥+0,5𝑎01)/𝑎02
𝑒2𝜋𝑖𝑎02𝑦
2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .
Далее, применяя вторую теорему о среднем к вещественной и мнимой частям интеграла 𝐽21,
получим
|𝐽21| ≤ (2𝑎02 (𝑎02𝑎11 − 0, 5𝑎01))−1/2 ≤ 𝑃−2.
Подобно имеем |𝐽41| ≤ 𝑃−2. Таким образом находим оценки |𝐽2| ≤ 𝛥𝑃−2 ≤ 𝑃−3, |𝐽4| ≤ 𝑃−2.
Оценки интегралов 𝐽3 и 𝐽5 получаются аналогично. Имеем |𝐽3| ≤ 𝑃−3, |𝐽5| ≤ 𝑃−2. Следова-
тельно, |𝐽 | ≥ 0, 5 (2 |𝐷|)−1/2.
Покажем теперь, что при (𝑟1, 𝑠1) ̸= (𝑟2, 𝑠2) многочлены 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟1, 𝑠1) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟2, 𝑠2) будут
различны. Будем рассуждать от противного. Предположим, что 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟1, 𝑠1) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟2, 𝑠2)
как функции от 𝑥 и 𝑦. Имеем
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 𝑄(𝑥− 𝑥𝑟, 𝑦 − 𝑦𝑠) + 𝛽10(𝑥− 𝑥𝑟) + 𝛽01(𝑦 − 𝑦𝑠) =
= 𝑄(𝑥, 𝑦)− 𝑥 (2𝑎02𝑥𝑟 + 2𝑎11𝑦𝑠 − 𝛽10)− 𝑦 (2𝑎20𝑦𝑠 + 2𝑎11𝑥𝑟 − 𝛽01) + 𝛽.
В частности будут равны коэффициенты линейных форм, т.е.{︃
2𝑎20𝑥𝑟1 + 2𝑎11𝑦𝑠1 − 𝛽
′
10 = 2𝑎20𝑥𝑟2 + 2𝑎11𝑦𝑠2 − 𝛽
′′
10,
2𝑎02𝑦𝑟1 + 2𝑎11𝑥𝑠1 − 𝛽
′
01 = 2𝑎02𝑦𝑟2 + 2𝑎11𝑥𝑠2 − 𝛽
′′
01,
Подставляя 𝑥𝑟 = 0, 25 + 𝑟 (2𝑃 )
−1, 𝑦𝑠 = 0, 25 + 𝑠 (2𝑃 )−1, 1 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 𝑃 и полагая 𝑟1 − 𝑟2 = 𝑢,
𝑠1 − 𝑠2 = 𝑣, приходим к следующей системе уравнений{︃
𝑎20𝑢+ 𝑎11𝑣 = 𝜃
′
,
𝑎11𝑢+ 𝑎02𝑣 = 𝜃
′′
,
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где переменные 𝑢, 𝑣 могут принимать только целые значения,
𝜃
′
= 𝑃
(︁
𝛽
′
10 − 𝛽
′′
10
)︁
, 𝜃
′′
= 𝑃
(︁
𝛽
′
01 − 𝛽
′′
01
)︁
.
Отсюда находим
𝑢 =
𝜃
′
𝑎02 − 𝜃′′𝑎11
𝐷
, 𝑣 =
𝜃
′′
𝑎20 − 𝜃′𝑎11
𝐷
, 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211.
Следовательно, |𝑢| < 1, |𝑣| < 1. Так как 𝑢 и 𝑣 — целые числа, то 𝑢 = 𝑣 = 0. Это противоречит
тому, что многочлены 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟1, 𝑠1) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟2, 𝑠2) будут различны при (𝑟1, 𝑠1) ̸= (𝑟2, 𝑠2).
Таким образом, количество 𝐾 (𝑃 ) многочленов 𝐹 удовлетворяет неравенству 𝐾 (𝑃 ) ≤ 𝑃 10.
Наконец, при 𝑃𝑚 = 𝑐𝑚0 имеем
𝜃 ≥
∞∑︁
𝑚=1
𝐾 (𝑃𝑚) |𝐽 (𝑃𝑚)|2𝑘 ≥
∞∑︁
𝑚=1
𝑃 10−2𝑘𝑚 .
Последний ряд расходится при 𝑘 ≤ 5.
Теорема доказана.
3. Особый ряд
Рассмотрим особый ряд 𝜎, определяемый (3)-(6). Известно, что он сходится при 𝑘 > 9 и
расходится при 𝑘 ≤ 5. Здесь мы находим показатель сходимости 𝜎.
Пусть каноническое разложение 𝑞 имеет вид 𝑞 =
∏︀
𝑝|𝑞
𝑝𝛼𝑝 и 𝑞𝑝 = 𝑞/𝑝𝛼𝑝 . Тогда имеем
𝑆 (𝑞, 𝐹𝑞(𝑥, 𝑦)) =
∏︁
𝑝|𝑞
𝑆
(︀
𝑝𝛼𝑝 , 𝑞−1𝑝 𝐹𝑞(𝑞𝑝𝑥, 𝑞𝑝𝑦)
)︀
.
Отсюда следует, что 𝜎 =
∏︀
𝑝
𝜎𝑝, причём произведение распространяется на все простые числа,
и
𝜎𝑝 = 1 +
∞∑︁
𝑠=1
𝐴 (𝑝𝑠) , 𝐴 (𝑝𝑠) =
𝑝𝑠−1∑︁
𝑎20=0
𝑝𝑠−1∑︁
𝑎11=0
𝑝𝑠−1∑︁
𝑎02=0
𝑝𝑠−1∑︁
𝑎10=0
𝑝𝑠−1∑︁
𝑎01=0
𝑝|(𝑎20,...,𝑎01)
⃒⃒
𝑝−2𝑠𝑆 (𝑝𝑠, 𝐹𝑝𝑠(𝑥, 𝑦))
⃒⃒2𝑘
. (7)
Лемма 4. Пусть 𝑝 > 2 — простое число, 𝐹 (𝑥, 𝑦) — многочлен второй степени
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦
2 + 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦,
причём дискриминант его квадратичной формы 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211 не сравним с нулём по
модулю 𝑝.
Пусть далее
𝑆 = 𝑆 (𝑝, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) =
𝑝∑︁
𝑥=1
𝑝∑︁
𝑦=1
𝑒
2𝜋𝑖
(︂
𝑎20𝑥
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎02𝑦
2+𝑎10𝑥+𝑎01𝑦
𝑝𝑠
)︂
.
Тогда
|𝑆 (𝑝, 𝐹 (𝑥, 𝑦))| = 𝑝.
54 Л. Г. Архипова, В. Н. Чубариков
Доказательство. Пусть 𝑎20 ̸≡ 0 (mod 𝑝). Тогда имеем
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑎20
(︂
𝑥+
𝑎11
𝑎20
𝑦 +
𝑎10
2
)︂2
+
𝐷
𝑎20
𝑦2 − 𝑎11𝑎10𝑦 − 𝑎
2
10
4
.
Воспользовавшись значением суммы Гаусса,отсюда находим
|𝑆| = √𝑝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝∑︁
𝑦=1
𝑒
2𝜋𝑖 𝐷
𝑎20
𝑦2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑝.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть 𝑝 > 2 — простое число, 𝑠 ≥ 1 — натуральное число, 𝐹 (𝑥, 𝑦) — многочлен
второй степени
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦
2 + 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦,
причём дискриминант его квадратичной формы 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211 не сравним с нулём по
модулю 𝑝.
Пусть далее
𝑆 = 𝑆 (𝑝𝑠, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) =
𝑝𝑠∑︁
𝑥=1
𝑝𝑠∑︁
𝑦=1
𝑒
2𝜋𝑖
(︂
𝑎20𝑥
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎02𝑦
2+𝑎10𝑥+𝑎01𝑦
𝑝𝑠
)︂
.
Тогда
|𝑆 (𝑝𝑠, 𝐹 (𝑥, 𝑦))| ≤ 𝑝𝑠.
Доказательство. Сначала рассмотрим случай 𝑠 > 2. Имеем
𝑆 =
𝑝∑︁
𝑢=1
𝑝∑︁
𝑣=1
𝑆𝑢,𝑣,
где
𝑆𝑢,𝑣 =
𝑝𝑠∑︁
𝑥=1
𝑥≡𝑢(mod 𝑝)
𝑝𝑠∑︁
𝑦=1
𝑦≡𝑣(mod 𝑝)
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹 (𝑥,𝑦)
𝑝𝑠 .
Производя замену переменных 𝑥 = 𝑥1+𝑝𝑠−1𝑧1, 𝑦 = 𝑦1+𝑝𝑠−1𝑡1, 1 ≤ 𝑥1, 𝑦1 ≤ 𝑝𝑠−1, 0 ≤ 𝑧1, 𝑡1 ≤ 𝑝,
получим
𝑆𝑢,𝑣 =
𝑝𝑠−1∑︁
𝑥1=1
𝑥1≡𝑢(mod 𝑝)
𝑝𝑠−1∑︁
𝑦1=1
𝑦1≡𝑣(mod 𝑝)
𝑝−1∑︁
𝑧1=0
𝑝−1∑︁
𝑡1=0
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹 (𝑥1+𝑝
𝑠−1𝑧1,𝑦1+𝑝𝑠−1𝑡1)
𝑝𝑠 =
=
𝑝𝑠−1∑︁
𝑥1=1
𝑥1≡𝑢(mod 𝑝)
𝑝𝑠−1∑︁
𝑦1=1
𝑦1≡𝑣(mod 𝑝)
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹 (𝑥1,𝑦1)
𝑝𝑠
𝑝−1∑︁
𝑧1=0
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹
′
𝑥1
(𝑥1,𝑦1)𝑧1
𝑝
𝑝−1∑︁
𝑡1=0
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹
′
𝑦1
(𝑥1,𝑦1)𝑡1
𝑝 .
Заметим, что для набора (𝑢, 𝑣), не являющегося решением системы сравнений{︃
𝐹
′
𝑥 = 2𝑎20𝑥+ 2𝑎11𝑦 + 𝑎10 ≡ 0 (mod 𝑝),
𝐹
′
𝑦 = 2𝑎11𝑥+ 2𝑎02𝑦 + 𝑎01 ≡ 0 (mod 𝑝),
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имеет место равенство 𝑆𝑢,𝑣 = 0.
Поскольку 𝐷 ̸≡ 0 (mod 𝑝), последняя система сравнений имеет единственное решение по
модулю 𝑝: 𝑢 = 𝜇, 𝑣 = 𝜈. Следовательно, справедливо соотношение
𝑆 = 𝑆𝜇,𝜈 = 𝑝
2
𝑝𝑠−1∑︁
𝑥1=1
𝑥1≡𝜇(mod 𝑝)
𝑝𝑠−1∑︁
𝑦1=1
𝑦1≡𝜈(mod 𝑝)
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹 (𝑥1,𝑦1)
𝑝𝑠 .
Далее находим
|𝑆| = 𝑝2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝
𝑠−2∑︁
𝑥1=1
𝑝𝑠−2∑︁
𝑦1=1
𝑒2𝜋𝑖𝐹1(𝑥1,𝑦1)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,
где 𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝑝−2 (𝐹 (𝜇+ 𝑝𝑥, 𝜈 + 𝑝𝑦)− 𝐹 (𝜇, 𝜈)).
Применяя последнее соотношение 𝑙 = [𝑠/2] раз, получим
|𝑆| ≤ 𝑝2𝑙
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑠−2𝑙∑︁
𝑥𝑙=1
𝑥𝑙≡𝜇𝑙(mod 𝑝)
𝑝𝑠−2𝑙∑︁
𝑦𝑙=1
𝑦𝑙≡𝜈𝑙(mod 𝑝)
𝑒
2𝜋𝑖
𝐹𝑙(𝑥𝑙,𝑦𝑙)
𝑝𝑠−2𝑙
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ,
где 𝐹𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑝−2 (𝐹𝑙−1(𝜇𝑙−1 + 𝑝𝑥, 𝜈𝑙−1 + 𝑝𝑦)− 𝐹𝑙−1(𝜇𝑙−1, 𝜈𝑙−1)).
Theorem 1. Особый ряд 𝜎 расходится при 𝑘 ≤ 6.
Доказательство. Имеем 𝜎 ≥ 𝜎0,где
𝜎0 =
∑︁
𝑝>2
𝑝2∑︁
𝑎20=1
(𝑎20,𝑝)=1
𝑝2∑︁
𝑎11=1
(𝑎11,𝑝)=1
𝑝2∑︁
𝑎02=1
(𝑎02,𝑝)=1
𝑝∑︁
𝑎10=1
(𝑎10,𝑝)=1
𝑝∑︁
𝑎01=1
(𝑎01,𝑝)=1
(𝑝−1)/2∑︁
𝑏=1
(𝑝−1)∑︁
𝑐=0
(𝑝−1)∑︁
𝑑=0
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝−4 𝑝
2∑︁
𝑥=1
𝑝2∑︁
𝑦=1
𝑒2𝜋𝑖Φ(𝑏𝑥+𝑐,𝑏𝑦+𝑑)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘
,
где
Φ(𝑥, 𝑦) =
𝑎20
𝑝2
𝑥2 +
𝑎11
𝑝2
𝑥𝑦 +
𝑎02
𝑝2
𝑦2 +
𝑎10
𝑝
𝑥+
𝑎01
𝑝
𝑦.
Подставляя
𝑥 = 𝑢+ 𝑝𝑧, 𝑦 = 𝑣 + 𝑝𝑡 (1 ≤ 𝑢, 𝑣 ≤ 𝑝, 0 ≤ 𝑧, 𝑡 ≤ 𝑝− 1),
при 𝑝 > 2 находим
𝑝2∑︁
𝑥=1
𝑝2∑︁
𝑦=1
𝑒2𝜋𝑖Φ(𝑥,𝑦) =
𝑝∑︁
𝑢=1
𝑝∑︁
𝑣=1
𝑒2𝜋𝑖Φ(𝑥,𝑦)
𝑝−1∑︁
𝑧=0
𝑝−1∑︁
𝑡=0
𝑒
2𝜋𝑖
2𝑎20𝑢𝑧+𝑎11(𝑢𝑡+𝑣𝑧)+2𝑎02𝑣𝑡
𝑝 = 𝑝3
Следовательно,
𝜎0 =
∑︁
𝑝>2
𝑝2∑︁
𝑎20=1
(𝑎20,𝑝)=1
𝑝2∑︁
𝑎11=1
(𝑎11,𝑝)=1
𝑝2∑︁
𝑎02=1
(𝑎02,𝑝)=1
𝑝∑︁
𝑎10=1
(𝑎10,𝑝)=1
𝑝∑︁
𝑎01=1
(𝑎01,𝑝)=1
(𝑝−1)/2∑︁
𝑏=1
(𝑝−1)∑︁
𝑐=0
(𝑝−1)∑︁
𝑑=0
𝑝−2𝑘 > 2−8
∑︁
𝑝>𝑛
𝑝11−2𝑘.
Из расходимости ряда
∑︀
𝑝 𝑝
11−2𝑘 находим, что ряд 𝜎0, а значит и ряд 𝜎 расходятся при
11− 2𝑘 ≥ −1, т.е. при 𝑘 ≤ 6.
Теорема доказана.
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4. Заключение
В настоящей статье для 𝑛 = 𝑟 = 2 доказаны нижние оценки показателей сходимости
особого интеграла и особого ряда в многомерной проблеме Терри. На самом деле эти оценки
точны. В ближайшее время мы предполагаем представить доказательство верхних оценок.
Случай 𝑛 ≥ 3 является более сложным, так как отсутствуют точные формулы типа формул
для сумм Гаусса.
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